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GroBe lineare Gleichungssysteme

e kommen in Wissenschaft und Technik sehr haufig vor

e Kontinuierliche Aufgaben (z.B. Differentialgleichungen, DGLS)
werden durch “Diskretisierung” zu Gleichungssystemen (GLS)



Anwendungsbeispiele, die auf groBe GLS fuhren

Wetterprognose: System von partiellen Differentialgleichungen zur
Bestimmung von

— Windgeschwindigkeit (3 Komponenten)
— Druck

— Feuchtigkeit

— Temperatur

Fur tagliche Wettervorhersage wird ein Gitter um Erde gelegt. In
den Gitterpunkten: Berechne Naherungswerte fur die Losungen.

Fur 10 Tage Prognose 6500 mal GLS mit rund 16 Mio. Unbekannten
|Osen.



Anwendungsbeispiele, die auf groBe GLS fuhren
Klimaprognosen:

— typischer VVorhersagezeitraum: 50 oder 100 Jahre.

— Modell fur Simulation der Atmosphare ahnlich wie bei Wetter-
vorhersage

— zusatzlich: Modelle zur Simulation der Ozeane.

— viel grobere Gitter mit viel weniger Gitterpunkten als bei Wetter-
vorhersage (Abstand zweier Gitterpunkte in Aquatornahe: rund
600 km statt 60 km)

— Typische Rechenzeiten: mehrere Monate

— trotzdem: VVorhersagen uber Klima in 100 Jahren schwanken um
bis zu etwa 3° C; tatsachliche Fehlerquellen 7?77



Anwendungsbeispiele, die auf groBe GLS fuhren

Numerischer Windkanal:

— vollstandiger, dreidimensionaler (3D) Entwurf von Flugzeugen
auf Rechnern

— dabei benotigte 3D-Gitter bestehen heute aus bis zu 15 Mio.
Gitterpunkten

— in jedem Gitterpunkt werden die Werte von 5 unbekannten Funk-

tionen (3 Geschwindigkeitskomponenten, Druck, Energie) be-
rechnet.



Darstellung linearer Gleichungssystemen - Beispiel

Betrachte GLS

xr1 + x> —+ 4x3
2x1 + 3z + x3
521 + 215 + 3

|
= A~ W

“Matrixdarstellung” dieses GLS:

1 1 4 1
2 31
5 2 1 3

oder ganz kurz

Ax = 0b

1 3
und “Vektoren” z=| zo |, b= | 4
1

L3

mit “Matrix’ A =

aN =
N W
== N



Darstellung groBer linearer GLS

Gegeben: lineares GLS (N Gleichungen und N Unbekannte)

a11x1 + aipxzo + -+ + ajnyzy = by
ap1r1 + agpxo + -+ + asyrTny = bo
anyi1r1 + anoxo2 + -+ + anynyry = by .
oder
a1l ai2 '+ Q1N X1 b1
a1 a2 - AN ro | _ | b2
anNi1 anN2 '+ GNN TN N
oder ganz kurz
Ax = b

mit “Matrix” A und “Vektoren” x und b



Schnelle und weniger schnelle Verfahren

Beispiel: Poisson-Gleichung (DGL), Gitter mit je 1024 Punkten in
x- und in y-Richtung, GLS mit ca. 1000000 Unbekannten.

Verfahren Anzahl der Operationen | Rechenzeit
Cramersche Regel ~ NI oo
GauBsches
Eliminationsverfahren ~ N2 14 h
fur Bandmatrizen
Uberrelaxationsverfahren 15 .
’ ~ N+ 5 Mmin
SOR (1960)
Mehrgitter-Verfahren (1980) ~ N 1 sec




Rundungsfehler

Beispiel: Betrachte GLS Az = b mit

2 1.01 2.52 9.57
A= 04 0.203 -—-1.8 b= | —0.385
0.6 —-1.05 0.8 —3.85

GauBsches Eliminationsverfahren liefert bei 4-stelliger Genauigkeit
exakte Losung

x1 =1, zo =5, z3=1 .

Wird die gleiche Rechnung mit 3-stelligen Gleitkommazahlen durchge-
fuhrt, kommt folgende vOllig unsinnige LOsung heraus:

r1 =353, o =0, r3=1.

Kritisch bei GLS mit 2 Unbekannten: fast parallele Geraden
In diesem Workshop: keine pathologischen Falle
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GaulBsches Eliminationsverfahren - ein Beispiel

Betrachte GLS

L1

mit

|
G N e

_|_

N W+

== D

T2
2x1 + 3xo +
51 + 2z +

+ 4x3
I3
3

b=

= A~ W

[ —

Elimination von x1 aus der zweiten und dritten Gleichung fuhrt zu

xr1 + x> + 4x3
xo — [(x3
— 3xo — 19z3

3
—2
—14

1
O
O

1
1
-3

4
_7
—19

L3

3
—2
—14



GaubB-Elimination - Beispiel (Forts.)

Zweiter Eliminationsschritt liefert

x1 + xo + 4x3 = 3 1 1 4 1
x> — (x3z3 = =2 o1 -—7 o
— 40x3 = —-20 O O —40 3

Auflosen durch "“Ruckwartseinsetzen' ergibt:

_ =20 _1
T3 = —30 =2
Ty = _2_|_7.%:%
— 3 1 1
1 = 3-3-453=—3



GauBsches Eliminationsverfahren
Betrachte GLS Ax = b; GLS habe genau eine LOsung

Idee: Nutze 1. Gleichung, um x1 aus GIn. 2, 3, ..., N zu eliminieren
Ergebnis:
(a11 a1p aiz - alN\ [ w1 [ b \
1 1 1 1
0 o o o | ||
0 af) afy -+ agy || @3 [ =Y
1 1 1 1
\ 0 ay3 ai3 - oand ) \ev )\ by )
mit
1 a;l a11G55 — @145041 :
a,fj) — Qg5 — : raly — Y J (]:2,...,N>
all all
1 a; bja11 — bia;
bg) = b, — Zl'b]_:le 1671
all all

Fazit: =1 ist aus allen Gleichungen auBer der ersten eliminiert



GaubB-Elimination - Fortfuhrung

Idee jetzt sinngemaB auf A1) = p(1) anwenden, genauer: auf
das Teilsystem (Restsystem)

(o o ) () ()
1 1 1 1 1
D ol R || ||
1 1 1 1 1

o o o)\ ) L,

usw., bis wir leicht |I0sbares System der folgenden Form erhalten:

r11¢1 + Tr1272 + .+ TiNTN = Y1
rooTy  + ... + ToNIN = Y2

333 ... + TINTN = Y3

TNNTN = YN



GaubB-Elimination - Ruckwartseinsetzen 1

o letzte Gleichung liefert xp

e Einsetzen von z, in vorletzte Gleichung liefert x_1 usw.

e letzter Auflosungsschritt: xpn,xn_1,...,To bereits bekannt
damit x1 aus erster Gleichung direkt berechenbar



GauB-Elimination - Ruckwartseinsetzen 11

Formale Beschreibung:

1
TN v YN
1
LN _ = . 1 —TN_ X
N-1 rvoiv: WN-1—TN-1,NZN)
_ 1
TN-2 = i ons (YN—2 = TN-2 N—1TN—1 —TN—2 NTN)
_ 1
1 = 557 W1—ri2wo —7r1303 — ... —TINTN).

oder kompakter

1 N
azi=“<yi— Z TZJ$J>, i:N,N—l,...,l
i j=i+1

Beachte, dass der Summenausdruck in dieser Gleichung den Wert
0 hat, wenn das Summationsintervall leer ist (tritt bei i = N ein)



GaulBsches Eliminationsverfahren - Bewertung
— direktes Verfahren
— wird i.a. verwendet, falls A vollbesetzte Matrix ist

— bei vollbesetzten Matrizen wachst Rechenaufwand des Gaul3-
schen Eliminationsverfahrens mit der dritten Potenz der Anzahl
der Unbekannten; Schreibweise: W = O(N3)

— in der Praxis haufig: Matrizen, bei denen nur wenige Diagonalen
von O verschieden sind (Bandmatrizen)

Beispiel: GLS, die bei der Diskretisierung der Poisson-Gleichung
entstehen;

hier reduziert sich Aufwand auf O(N?) Rechenoperationen;
noch viel zu hoch fur viele Anwendungen aus der Praxis
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Iterative Verfahren

In der Praxis hat A hadufig eine spezielle Struktur und/oder ist
schwach besetzt (engl. sparse), d.h. die meisten Elemente von A
sind 0. N ist eventuell sehr groB, z.B. 10°.

In solchen Fallen sind iterative Losungsverfahren eine interessante
Alternative. Bei ihnen startet man mit irgendeiner Startnaherung
flir die Unbekannten (im Zweifelsfall nimmt man an, dass alle Un-
bekannten O sind) und reduziert den Fehler sukzessiv durch eine
geeignete Iterationsvorschrift.

Iterative Verfahren spielen in vielen Bereichen der Mathematik ei-
ne wichtige Rolle. Aus der Schule bekannt ist evtl. das Heronsche
Verfahren, mit dem man naherungsweise die Quadratwurzeln reeller
Zahlen berechnen kann:



Heronsches Verfahren

Zu berechnen sei x = ,/y. Ausgehend von einer Startnaherung 2(0)

lautet die Iterationsvorschrift des Heronschen Verfahrens

n+1) 1/ ) Y _
x =5 (a:' -+ :1:(”)> n=20,1,2,3,...
Beispiel: Nidherungsweise Berechnung von /2
sV =1
<1>=—(1 —)=—=15
* >\ T > =
+(2) = 1(54-f) _ Y 141666666....
2\2 ' 3 12~ T
1 /17 24 289 4 288
+(3) = —(—+—) — T — 1.41421568627...
2\12 ' 17 D.204
1 /577 816 5772 4+ 408 - 816
(%) = —( i ) — + — 1.4142135623746899
2\408 ' 577 D.577-408

Zum Vergleich: v/2 = 1.41421356237309504.....

ooooo



Jacobi-Verfahren (JAC)

Betrachte GLS

a1l aiz ai3s x1 b1
a1 a2 23 xo | = | b mit a; 70 fur (i=1,2,3)
az] a3 as3 3 b3

Auflosen der i-ten Gleichung nach xz;:

1
ry = —(by —ajozo —ai13z3)
aii
1
rp = —(by —anir1 — an3x3)
ano
1
r3 = —(b3z —azi1r1 —aznro)

a33



Jacobi-Verfahren (JAC) - (Forts.)

Mit gegebener Startnaherung
ON

10 = | O

\ 28

konnen wir neue Naherung berechnen

w&” — i(bl — alziﬂgo) — a13ﬂ?§,0))
a1l

l’gl) = i(192 — a21flf§0) — a23wéo))
an2

35':(31) = i(b3 — Cl31fl?§o) — a32$go))
a33

(erster Iterationsschritt des Jacobi-Verfahrens)



Gauss-Seidel-Verfahren (GS)
JAC: verwende stets alte Naherung, um neue zu berechnen

GS: verwende nicht nur Werte xlgo), sondern - soweit verfugbar -
auch die neuen, bereits berechneten Werte m,gl):

1
-’ﬁgl) = — (b1 - alzévgo) — a13$§0))
a1l
1
wél) = —(bo— azlaﬁgl) — a23$:(30))
az2
1
fligl) = — (b3 —azga$t) — agall)

az33



Allgemeine Beschreibung von JAC und GS
Betrachte GLS Ax =b mita; #0, (i=1,...,N))

Iterationsvorschrift von JAC:

N

mit Startniherung z(0) (z.B. =0) und Iterationsindex n = 0,1,2,...

Iterationsvorschrift von GS:

(n_l_l) = (b — Zaz xk+ ) _ Z azkazk ) (t=1,...,N)
k=1 =1+1




Beispiel zu JAC und GS

10x1 + oo 1
x1 + 10xo 10

exakte LOosung: x1 = 0 und zo, = 1, Startnaherung: :z;go) = xgo) =

JAC: GS:
azgn_i_l) = (1—:138”’))/10 xgn_l_l) = (1—:13%77’))/10
57T = (10 - 2{™)/10 77T = (10 - 2"y /10
(9, 28) = (0,0) 9, 28) = (0,0)
@V, 2) = (0.1,1) @, 2) = (0.1,0.99)
$?,2$?) = (0,0.99) @$?,28?) = @03 1-10%
$?,23) = @0731) @$,23) = (107%,1-1079)

Offenbar: Konvergenz gegen Losung (hier: GS schneller als JAC)



SOR-Verfahren

e SOR (Successive OverRelaxation) Verfahren: kleine Modifikati-
on von GS

e Korrektur, die ein Iterationsschritt von GS liefert, um Faktor w
verstarken

e dazu: Iterationsvorschrift von GS als ein ersten Zwischenschritt
betrachten, der Zwischennaherung @(”) liefert



SOR-Verfahren (Forts.)

() _ 1 'St o (n)
wie GS: ;7 = — | b — Z aiLT}, — Z aikT), (1=1,...
Qg k=1 k=i+1

SOR-Verfahren: Berechne x,§"+1) durch
:Iz,gn_I_l) = $,§n) -+ w(ﬁfgn) — $Z(n))

mit Parameter w € (0,2) (problemangepaBt wahlen!)

— fir w > 1 (Uberrelaxation) verstirkt man Korrektur x§”+1)—x,§")
von :an) von GS
— fir w < 1 (Unterrelaxation) schwacht man Korrektur von GS ab

— fur w = 1 erhalt man wieder GS

7N)



Zur Konvergenz von JAC, starkes Zeilensummen-
kKriterium

Bedingung

N
> akl < lagl (i=1,...,N) .
k=1
ki

heilBt starkes Zeilensummenkriterium.
(Man sagt auch, Matrix A ist ‘“stark diagonaldominant”.)

Es qgilt: Ist fiir Matrix A starkes Zeilensummenkriterium erfullt (d.h.
iberwiegt in Matrix A die Hauptdiagonale in obigem Sinn), dann
konvergiert JAC gegen die eindeutig bestimmte Losung von Ax = b.

Jeder Iterationsschritt reduziert Fehler dann mindestens um Faktor
Z]\]Q —1 |azk|

o .
MaxXx 7
1=1...N |am|




Konvergenz von JAC - ein Beispiel

Fur Matrix
10 —4 -2
A = -4 10 -4
—6 —2 12

ist starkes Zeilensummenkriterium erfullt, denn

442<10 , 444 <10 , 6+2<12 .

Jeder Iterationsschritt reduziert Fehler mindestens um Faktor

3
max — =, = = —=20.8
{ +1O 10+1O 12+ } 10



Zusammenhang zu GS

Man kann beweisen:Konvergenz von GS folgt aus der Konvergenz
von JAC, wenn das starke Zeilensummenkriterium erflllt ist.

Starkes Zeilensummenkriterium ist also auch hinreichend fur die
Konvergenz von GS.

Es gibt aber Falle, in denen JAC konvergiert, nicht aber GS;
starkes Zeilensummenkriterium ist dann nicht erfullt
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Ableitung einer Funktion

Gegeben sei Funktion u(x), die fiur alle reellen Werte x definiert sei.
Ferner lasse sich im Punkt zg eindeutig eine Tangente an u legen
(dies wird im folgenden allgemein vorausgesetzt!). Dann definieren
wir die Ableitung der Funktion u in einem Punkt xg als die Steigung

m der Tangente von v im Punkt xg und bezeichnen die Ableitung
mit v/ (xg).



Tangente im Punkte zg an eine Funktion u(x)



Ableitung einer Funktion - Beispiele

e Die Gerade u(x) = mx + b ist in jedem Punkt ihre eigene Tan-
gente. Sie hat die Steigung m. Damit gilt fur die Ableitung der
Geraden in jedem Punkt x:

u(z) =m .

e Die konstante Funktion u(xz) = b ist eine spezielle Funktion mit
der Steigung m = 0. Folglich gilt fur sie in jedem Punkt

w'(x) =0 .



Zweite Ableitung einer Funktion

Existiert die Ableitung z.B. in jedem Punkt, kann man «' wieder als
Funktion von x begreifen und die Ableitung der Ableitung (d.h. die
zweite Ableitung u/” von u) bestimmen. Offenbar ist fiir jede lineare
Funktion

uw(x) = mx + b

die zweite Ableitung identisch gleich O, da die erste Ableitung eine
Konstante ist (u/(2) =m), d.h.

u(z) =0 .



Berechnung von Ableitungen, Differenzenquotient

Will man die Ableitung einer allgemeineren Funktion im Punkt xzg
berechnen, so kann man die Steigung der Tangente approximieren,
indem man die Steigung der Sekante durch die Punkte (xqg,u(xg))
und (xg—+ h,u(xg+ h)) berechnet und dann h gegen 0O streben lasst:

/ Y u(zo + h) — u(xg)
u(zo) = A@o h '

Tatsachlich kann man auch dies als die Ableitung von v im Punkt
xo definieren, sofern der Grenzwert existiert und eindeutig ist.

Ganz analog kann man auch die Sekante durch die Punkte (xqg, u(xg))
und (zg — h,u(xg — h)) verwenden:

/ T u(zg) — u(zg — h)
u(zo) = A@O h '

“(5”’04'}2_“(‘7”0) und “(CEO)_Z(xO_h) werden auch als Differenzenquoti-
enten bezeichnet.



y y=u(x)

u(x O+h)

Jax O+h) —U.(XO)

u(x 0)

Tangente und Sekante einer Funktion



Beispiele zur Ableitung einer Funktion I

Fir die Funktion u(x) = |z| gilt

—1 fur x < O
uw'(z) = +1 fur x >0
nicht definiert fur x =0




Beispiele zur Ableitung einer Funktion II

Die Ableitung der Funktion u(xz) = 2™ berechnen wir als
uw(x + h) — u(x)

! = |im
U(x) h—0 h
R — ph
= i BT
h—0 h
xn_|_nhxn—l_|_n(n2_1)h2mn—2_|_.”_|_hn_mn
= |im
h—0 h
_ i nhxn_l-|—n(n2_1)h2$n_2—|----—I—nhn_lx—l—hn
h—0 h
—1
= gim (e L T D a2 2, 4 ey
h—0 2
n—1

— nx



Beispiele zur Ableitung einer Funktion III

Ohne Beweis vermerken wir, dass die Ableitungen der Funktionen
sin(x), cos(x) und e* gegeben sind durch

sin(x) = cos(x)
cos'(z) = —sin(x)
(ea:)/ — eX

Damit gilt fur die zweiten Ableitungen dieser Funktionen

sin’(x)
cos’ (z)

(ex)//

—sin(x)
— cos(x)



Einige Rechenregeln fur Ableitungen

Seien u(xz) und v(xz) zwei Funktionen von x, deren Ableitungen exi-
stieren, ¢ eine Konstante. Dann gilt

(u+v) () = u(z)+ ()

(cu)(z) = cu/(=)
(wv)(z) = J'(z)v(z) + u(z)v'(z) (Produktregel)
Beispiele:

(723) = 7(@3) = 7-32%2 = 2127
(522 +723) = (52°) 4+ (723) = 5(2%) 4+ 2122 = 10z + 21z°

(z%sinz) = (22) sinz + z°(sinz) = 2zsinz + z°cosx



Gewohnliche Differentialgleichungen

Als gewohnliche Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung bezeich-
nen wir eine Gleichung, in der die n-te Ableitung der Funktion u(x)
vorkommt. Ferner konnen in dieser Gleichung auch u(xz) und nied-
rigere Ableitungen von u(xz) sowie weitere z-abhangige Terme vor-
kommen.

Einige einfache Beispiele:

o u/'(z) =0
Losungen dieser DGL sind alle konstanten Funktionen.

o u(x)==2x
Losungen dieser DGL sind die Funktionen u(z) = 322 4 ¢ mit
einer Konstanten c.



o u'(x) = cos(x)
Losungen dieser DGL sind die Funktionen u(x) = sin(xz) + ¢ mit
einer Konstanten c.

o u'(z) = —u(x)
Losungen dieser DGL sind die Funktionen uw(x) = asin(x) +
bcos(x).

o v (z)+u () v (x)—u?(z) = r(x) mit einer gegebenen Funktion

r(x).

Offenbar: Losung einer DGL i.a. nicht eindeutig bestimmt
Um eindeutige Losungen erhalten zu konnen, ist in der Regel die
Angabe einer oder mehrerer zusatzlicher Bedingungen erforderlich.



Funktionen mehrerer Veranderlicher, partielle Ab-
leitungen

Wir betrachten jetzt eine Funktion u, die von zwei Variablen x und
y abhangt, d.h. u(z,y). Dann k6nnen wir die sogenannten partiellen
Ableitungen von w nach = bzw. von u nach y untersuchen.

Betrachtet man die Ableitung von u(x,y) nach z, nimmt man y als
konstanten Parameter an und kann dann die Ableitung bezuglich
der Variablen x wie gehabt berechnen. Bezuglich der Variablen y
verfahrt man genauso.

Notation:

Uz (T, y) u' (i, -)

uy(z,y) = u'(-,y)
Wir nehmen dabei hier und im folgenden jeweils an, dass die Ablei-
tungen existieren.



Beispiele fur partielle Ableitungen

1. u(z,y) == : Dann gilt

ug(z,y) = 1

uy(z,y) = 0
2. u(z,y) = xy? : Dann ist

ug(z,y) = y°

uy(z,y) = 2y

und fur die zweiten partiellen Ableitungen nach z und y gilt

0
2x .

Umx(a?a y)
Uyy(afa y)



Partielle Differentialgleichungen

Als partielle Differentialgleichung (Partial Differential Equation, PDE)
bezeichnet man eine Gleichung, in der partielle Ableitungen einer
Funktion mehrerer Veranderlicher vorkommen.

Beispiele:

— Fir eine Funktion u(z,y) betrachten wir die PDE uz(x,y) =0 .
Offensichtlich erfiillt jede Funktion u(x,y) = f(y) diese PDE.

— Die PDE  ugz+tuyy =0 wird z.B. erfullt von den Funktionen

uw(x,y) = const.

u(z,y) axr + By (o, B ER)
u(x,y) asin(x) e¥ 4+ B cos(x) e

und vielen weiteren.



— Mogliche Losungen der PDE  ugy + uyy = 6y sind u.a. die

Funktionen
u(z,y) = z3y
u(z,y) = xy°
u(z,y) = azdy+ (1 —a)zy> + Bunom (o, ER)

wobei uy,,,(x,y) die Losung der Gleichung

(uhom)xiﬂ + (uham)yy =0
ist.

Auch in diesen Beispielen ist die Losung der DGL nicht eindeutig.
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Eine gewohnliche Randwertaufgabe 2. Ordnung

Betrachte die Randwertaufgabe (RWA), d.h. die DGL

u'(z) = f(=) (z € [0,1])

Mit den Randbedingungen

u(0) = go, u(l) = g1 ,
der gegebenen Funktion f und gegebenen Randwerten gg,g91 € R.

Gesucht: Funktion u(x), welche die RWA erfiillt
RWA ist unter geeigneten VVoraussetzungen an f eindeutig losbar

RWA beschreibt physikalisch die Auslenkung u(x) einer eingespann-
ten elastischen Saite unter Belastung f(x).



Diskretisierung der RWA

Numerische Berechnung einer Ndaherung von u(xz) durch ,, Diskreti-
sierung*

Erforderlich: ,, Gitter" und Naherung fur die DGL

Teile Intervall [0, 1] in n dquidistante Teilintervalle [z;, z;41] Mit z; =
xo+th, 1t=0,1,...,n
Tn —x0 1

Punkte x; und Maschenweite h = — = — bestimmen eindimen-
n n

sionales ,, Gitter", auf dem wu(xz) naherungsweise bestimmt werden
soll

Eindimensionales Gitter



Approximation der Differentialgleichung
Naherungsformeln fur v”’(x) 77

Idee: Ersetze Ableitungen durch Differenzenquotienten, d.h.
u(x + h) — 2u(x) + u(x — h)
h?2 '
Achtung: Dabei macht man Fehler der GréBenordnung h? (wird auch
durch Notation O(h?) ausgedriickt).
Motivation: Ersetze "’ durch den Differenzenquotienten
u'(xz+ h) —u/(x)
h
und «/(z + k) und ¥/(z) hierin durch (die Differenzenquotienten)

u(x + h) — u(x) und u(x) —u(x — h)
h h
(Approx. Steigung der Tangente durch Steigung der Sekante bzw.
verwende Def. der Ableitung, vernachlassige aber Grenziibergang).
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Beispiel fur Diskretisierung und entstehendes GLS
n=24, h=1/4~ Gitterpunkte x0 =0, 21 =1/4, 20 =1/2, 23 =3/4, xa =z, = 1
| | | | |

0 = zg 1 T2 3 x4 =1
GLS: up(zo) = ¢g(0)
up(x0) — 2W;L(2961) +un(z2) _ £(0.25)
up(x1) — 2up(x2) + up(xs)
h 1 hh2 2 h\4L3 — f(05)
up(x2) — 2up(x3) + up(xa) —  (0.75)
h2
up(zs) = g(1)
oder
1 0 0 0 O up(z0) g(0)
1 -2 1 0 O up(x1) h?£(0.25)
O 1 -2 1 0 up(xz2) | = h?f(0.5)
0o 0 1 -2 1 up, (23) h2£(0.75)
O 0O o o0 1 up(xq) g(1)



Resultierendes GLS im allgemeinen Fall

Benutze Nadherungsformel fiir v’ (x) in Gitterpunkten
x;=x90+ith(i=1,...,.n—1)

O=2z9 x1 T2 3 xn =1

und setze in Randpunkten xg = 0,27 = 1 gegebene Randwerte ein

~» GLS fur die Naherungslosung uy(x;) (i =0,1,...,n):

up(zo) = ¢(0)

up(ri—1) — 2up(x;) + up(rig-1)
h2

flz) (G=1,2,....,n—1)

up(zn) = g(1)



Matrixdarstellung

Allg. GLS in Matrixschreibweise:

(1 0 0 0 ... 0\ [ wupzo) ) [ 9(0)

1 -2 1 0 ...0 up, (1) h2f(z1)
o 1 -2 1 ... Q uh(.:vg) _ h2f(z5)
1 201 wp (1) h2f(3-3n—1)
\0 0 ... 0 0 1)\ wuplzn) ) \ g(1)

Aufwand zur LoOosung des GLS: Tridiagonalmatrix ~» LOsung mit
GauB-Elimination mit Rechenaufwand proportional zu N berechen-
bar



Diskretisierungsfehler

Unter geeigneten VVoraussetzungen verhalt sich der ,, Diskretisierungs-
fehler, d.h. der Fehler zwischen der diskreten Naherungslosung

up(xz) und der exakten Losung u(x), wie
const - h? .

Um diesen Fehler klein zu machen, muss man die Schrittweite h
also entsprechend klein wahlen. Die Matrix Ay wird dann allerdings
sehr groB3 und der Rechenaufwand zur LOosung des zugehorigen Glei-

chungssystems wachst entsprechend.



Konvergenz von JAC, GS, SOR fur dieses GLS

Asymptotische Konvergenzfakoren p pro Iterationsschritt (d.h. Fak-
tor, um die Fehler “auf lange Sicht” pro Iterationsschritt sinken):

p(JAC) = costh = 1- 3m2h?
p(GS) = cos?mh = 1— w2h?
P(Gs(wopt)) — %f;'.?] 7;2 = 1-—27h

Fur kleine h ist Konvergenz von JAC und GS sehr langsam, fur SOR
auch noch langsam.

Optimaler Parameter wgpt in SOR in diesem Beispiel:

2
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Poisson-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen

Betrachte die zu obiger gewohnlicher RWA analoge partielle RWA:

Au’(w?y) — f(xay) ((fv,y) e Q2= (O, 1)2 C R2>
u(z,y) = g(z,y) ((z,y) € 8)
Dabei bezeichnet A den ,,Laplace-Operator”

AU(CE,y) — uiﬂx(w?y) _I_ uyy(wa?ﬂ y

f und g sind gegebene Funktionen.

Gesucht: Funktion u(x,y) welche die ,,Poisson-Gleichung*

Au(z,y) = f(z,y) in Q2
und die ,, Dirichlet-Randbedingungen*
u(z,y) = g(x,y) auf 0Q

erfullt



Physikalische Bedeutung der Poisson-Gleichung

Poisson-Gleichung ist eine der wichtigsten partiellen Differentialglei-
chungen; beschreibt eine Vielzahl physikalischer Phanomene, z. B.

das elektrostatischen Potential

das Gravitationspotential

die Auslenkung einer eingespannten Membran

eine stationare Warmeleitung

das Potential einer stationaren inkompressiblen, reibungsfreien
Stromung



Diskretisierung

Uberdecke wie im 1D Fall Einheitsquadrat € = [0, 1]? mit Gitter
der Schrittweite h = 1/n ~» Gitterpunkte
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Diskretisierungsgitter im 2D Fall



Diskretisierung von Au

Approximiere wie im eindimensionalen Fall zweite Ableitungen uzz(x,vy),
uyy(x,y) durch Naherungsformeln

QX

e (2, ) h—12 (u(z — h,y) — 2u(z,y) + ule + b))

u(2,9) % s (g — h) = 2ue,y) + ue,y + b))

~» diskreter Laplace-Operator

A, y) = o (ule — ) +ule + hyy) +ule,y — B) +uley +h) — du(z,y)



Sterndarstellung von Aju

X (:r:,y)
X ></></
X

Geometrisches Muster des diskreten Laplace-Operators

Hierdurch motiviert verwenden wir auch die sog. Sternschreibweise

1

Apule,y) =

1

1
—4
1

1

u(z,y)

mit vielen Vorteilen, auch z. B. fur die Programmierung



Aufstellung des zugehorigen GLS

Gesucht: GLS fiir diskrete Losung up(z,y) (z,y) = (x;,¥y;) € Qp,
die aus den Werten in den (n 4+ 1)2 Gitterpunkten von € besteht

Innere Gitterpunkte: Q;, = {(z;,y;) = (ih,jh) : 4,7 = 1,...,n — 1}
Rand-Gitterpunkte: I, = Q;\2},

GLS fur diskrete LOosung lautet

Apup f(z,y) fur (z,y) € 2
up(z,y) = g(z,y) fur (z,y) € [y

und wird auch als unser Modellproblem bezeichnet

Fur Programmierung effizienter Losungsverfahren ist Matrixdarstel-
lung des GLS oft nicht hilfreich;

Sinnvoller: geometrische Vorstellung, Unbekannte und Gleichungen
sitzen in Gitterpunkten



Diskretisierungsgenauigkeit, Konvergenz klassischer
Iterationsverfahren

Ohne Beweis: Diskretisierungsfehler, d. h. Fehler zwischen diskreten
Naherungslosung uy(x) und exakter LOosung u(x) verhalt sich wie

const - h? .

Um Diskretisierungsfehler klein zu machen, muss Schrittweite A auch
hier entsprechend klein sein. Anzahl der Unbekannten in unserem
GLS und Anzahl der Gleichungen wird dann sehr gro3 und Rechen-
aufwand zur Losung des GLS wachst entsprechend.

Konvergenzeigenschaften von JAC, GS und SOR entsprechen 1D
Fall

Konvergenzfaktoren von JAC und GS: 1 — O(h?)
Konvergenzfaktor von SOR: 1 — O(h)



Zusammenfassung

Au(z,y) flz,y) (2=1(0,1)2)
u(z,y) = g(z,y) (092)

wird ersetzt durch GLS aus Diskretisierung auf Gitter €25, h = 1/n:

RWA

Apup(ziy) = 5| 1 =4 1| wlziy) = flziy) ()
h 1
h
up(z5,y5) = g(xi,y;)  (02)

Losung des GLS z.B. mit GauB-Seidel; falls Randwerte richtig ge-
setzt sind:

Do Iteration=1, Niter
Do j=1,n-1
Do i=1,n-1
u_h(i,j) = -0.25%(h*h*f(i,j)-u_h(i+1,j)-u_h(i-1,j)-u_h(i,j+1)-u_h(i,j-1))
enddo
enddo
enddo



